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©® PISA 2000 - eine neue Mathematik?

Uber die Mathematik-Items der PISA- und der PISA-E-Studie ist intensiv diskutiert worden. Manche sind
als ungewohnlich, andere als sehr schwierig, wieder andere als eher einfach bezeichnet worden.

Ob Schiilerinnen und Schiiler genau das richtig abrufen kénnen, was in den Lehrpldnen der einzelnen
Léander ausgewiesen ist, das war - genau genommen - nicht die zentrale Frage. Wie aber steht es um ihre
mathematische Grundbildung? Verfiigen sie wirklich {iber jene mathematischen Kompetenzen, die fiir die
erfolgreiche Teilhabe an einer durch Naturwissenschaft und Technik gepragten Gesellschaft erforderlich
sind? Das sind die Kernfragen des ,,mathematical literacy “~-Konzepts.

Mathematik in der Schule, so lautet die Botschaft, zielt nicht allein auf Formelwissen und technische Fé-
higkeiten, sondern immer auch auf die Fahigkeit, mathematische Kenntnisse in ganz verschiedenen Situa-
tionen anzuwenden.

Sinn und Zweck des Lernens von Mathematik ist vor allem die aktive Auseinandersetzung der jungen
Menschen mit herausfordernden Phédnomenen und Problemen. Es geht nicht nur um Mathematik an sich,
sondern eben auch um die Beziechung zwischen Mensch und Wissenschaft. Und da ist Mathematik in der
Schule bekanntlich mehr als eine ,,fertige Wissenschaft. Da diirfen Fragen der Genese, der Relevanz und
des Nutzens von Mathematik nicht ausgeblendet werden.

Hier setzt PISA an. Und wenn Sie dariiber mehr erfahren mdchten, dann informieren Sie sich - beispiels-
weise auf den Seiten des Max-Planck-Institutes fiir Bildungsforschung unter

www.mpib-berlin.mpg.de/pisa/

oder auf unserem Bildungsserver learn:line unter

www.learn-line.nrw.de/angebote/pisa

Doch bevor Sie diese Angebote nutzen, bitten wir Sie im Goetheschen Sinne: ,,Verweile doch!*. Denn auf
den folgenden Seiten werden wir konkret und stellen Ihnen einige der PISA- und PISA-E- Items vor. Las-
sen wir einmal Ranglisten und Statistiken beiseite! Schauen wir genauer auf die Aufgaben und gehen wir
den Fragen nach:

e Was ist an ihnen anders als an herkdmmlichen Aufgaben? Oder: Sind sie iiberhaupt anders?
e Welche Chancen er6ffnen sie fiir den heutigen Mathematikunterricht?
e Wie viele Schiilerinnen und Schiiler konnten sie 16sen und was sagt uns das?

Anmerkung:

Die internationalen Aufgaben sind frei tiber das Internet verfiigbar unter http:/www.mpib-berlin.mpg.de/pisa/beispielaufgaben.html.

Die Darstellung der Aufgaben in diesem Heft entspricht den originalen Testheften, Format, Anordnung und Nummerierung sind allerdings komp-

rimiert und veréndert.. Das Zahlenrohmaterial fiir die hier berechneten Losungshéufigkeiten des internationalen Testteils stammt ausschlielich

von den PISA-Seiten der OECD (http://www.pisa.oecd.org). Die Losungshaufigkeiten des nationalen Testteils wurden dankenswerterweise von
|

Prof. Dr. Michael Neubrand zur Verfiigung gestellt. Die internationalen Aufgaben haben wir gekennzeichnet mit einem / und die der deutschen

Ergénzungsstudie (PISA-E) mit einem E.
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Uber eingekleidete Wirklichkeit
Mit mathematischen Modellen die Realitit darstellen

Aufgabe 1: APFEL 1’

Ein Bauer pflanzt Apfelbaume an, die er in einem quadratischen Muster anordnet. Um diese Baume
vor dem Wind zu schiitzen, pflanzt er Nadelbaume um den Obstgarten herum.

Im folgenden Diagramm siehst du das Muster, nach dem Apfelbaume und Nadelbdaume fiir eine
beliebige Anzahl (n) von Apfelbaumreihen gepflanzt werden:

n=1 n=>2 n=23 n=4
X X X XX XX X XXX XX XX XX XX XX XXX
XeX Xe X Xe e eeX Xe e e X
X XX X X X X X X
Xe ® X Xe ® e X Xe ® ® ® X
XX X X X X X X X
Xe o oX Xe o o oX
X = Nadelbaum XXX XXXX X X
® = Apfelbaum Xe o o oX
XX XX XX XXX

Hier wird ein durchaus realer Kontext beschrieben, der fiir Schiilerinnen und Schiiler leicht vorstellbar und
nachvollziehbar ist. Im Anschluss daran werden die Fragen gestellt — ein fiir PISA typisches Aufgaben-
format.

Von einer echten ,,Anwendungsaufgabe“ oder einer ,,realistischen* Aufgabe zu sprechen, schiene fehl am
Platz, eher handelt es sich hier um eine eingekleidete Aufgabe, wie sie in unseren Schulbiichern Gang und
Gabe ist. Noch dazu sind der zugrunde liegende reale Kontext und die Aufgabenstellungen schon in eine
mathematische Form gebracht. Der Vorteil fiir Schiilerinnen und Schiiler liegt auf der Hand: Am Ver-
stindnis des Kontextes und an mdglichen Modellierungsproblemen wird niemand scheitern.

Fiir eine Testaufgabe mag dies ja sinnvoll sein — aber ist es im Unterricht fiir junge Menschen nicht viel
spannender, mit wesentlich offeneren Situationen einzusteigen? Konnten nicht verschiedene Mdglichkei-
ten der Mathematisierung zugelassen sein, zum Beispiel indem ganz andere Baumanordnungen gewéhlt
werden? Die Diskussion von Unterschieden und Gemeinsamkeiten in verschiedenen Losungsansétzen
konnte dann weit {iber die Aufgabenstellung hinaus fiihren.



1.
Vervollstandige die Tabelle:

Anzahl Apfelbdume | Anzahl Nadelbaume
1 8
4

HIWIN(=|S

Auf den ersten Blick ist diese Aufgabe ausgesprochen einfach: Das Abzéhlen im Bild und das Eintragen
in die Tabelle diirften keine besonderen Anforderungen an Schiilerinnen und Schiiler stellen. Immerhin
miissen sie zwischen der geometrischen und tabellarischen Darstellung hin und her gehen. Und sie miissen
Information aus dem Text (,,n bedeutet die Zahl der Reihen*) verstehen — als Beleg fiir ihre Lesekompe-
tenz.

Uberraschend jedoch: Von den deutschen Schiilerinnen und Schiilern haben diese Aufgabe weniger als
50% richtig geldst. Somit liegt Deutschland zusammen mit den meisten andern européischen Nachbarn,
einschlieflich der skandinavischen, durchaus im internationalen Schnitt — rithmlich ist diese Leistung den-
noch nicht.

Wie ldsst sich eine solche unerwartete Schwierigkeit erkldaren? Stellen Sie doch einmal eine neunte Klasse
mit dieser oder einer dhnlichen Aufgabe auf die Probe. Diskutieren Sie mit den Schiilerinnen und Schiilern
einmal deren Fehler: Einige haben die Aufgabe vielleicht einfach unterschétzt und sind vorschnell mit
falschen Zahlstrategien an die Aufgabe herangegangen — vielleicht haben sie die Eckpunkte doppelt ge-
zahlt. Das systematische, reflektierte und kontrollierte Zéhlen ist aber sicherlich eine Fahigkeit, die iiber
den Mathematikunterricht hinaus lebensbegleitend von Bedeutung sein wird.

Die Niederlande und Grof3britannien stehen bei dieser Teilaufgabe mit ca. 68% schon besser da und japa-
nische Schiilerinnen und Schiiler erreichen gar 85%. Diese Sicherheit wiirden wir uns fiir unsere Schiiler
wiinschen — und sie ist durchaus nicht utopisch, wenn wir so grundlegende Féhigkeiten wie das systemati-
sche Zihlen im Unterricht, auch in hoheren Klassenstufen, ausdriicklich férdern und fordern.

2.
Es gibt zwei Formeln, die man verwenden kann, um die Anzahl der Apfelbdume und die Anzahl der
Nadelbaume fiir das oben beschriebene Muster zu berechnen:

Anzahl der Apfelbdume = n?
Anzahl der Nadelbaume = 8n

wobei n die Anzahl der Apfelbaumreihen bezeichnet.

Es gibt einen Wert fiir n, bei dem die Anzahl der Apfelbdume gleich groB ist wie die Anzahl der
Nadelbdume. Bestimme diesen Wert und gib an, wie du ihn berechnet hast.

Das ist ,klassische® Mathematik! Zur dargestellten Situation kommen die Terme n° und 87 hinzu — man
kann dies ein symbolisches Modell nennen, mit dem dann Fragen iiber die zugrundeliegende Wirklichkeit
gestellt und mathematisch beantwortet werden konnen.

Wohl am schwierigsten ist es fiir Schiilerinnen und Schiiler, ein richtiges Modell zu finden. Hier ist Krea-
tivitdit und mutiges Ausprobieren gefragt, hier werden einige aus Zahlenbeispielen abstrahieren, andere
werden es sich vielleicht zeichnerisch plausibel machen (s. Abbildung).



Fiir den PISA-Test hat es aber gereicht, aus der Frage herauszulesen, wel-
che Gleichung man aufstellen muss. Und diese konnen auch jene Schiile- : XX XEX X“'-X
rinnen und Schiiler 16sen, die quadratische Gleichungen noch nicht behan- Pt g}
delt haben — durch Probieren oder ,,scharf Hinsehen* (n-n=8-n also n=38). *
All diese Losungswege galten beim PISA-Test als richtig.

Offenbar ist diese Aufgabe schwierig, denn in kaum einem europdischen
Land erreicht die Losungshiufigkeit der Schiilerinnen und Schiiler hier die
30%-Marke. Deutschland liegt mit 25% im Schnitt, Norwegen und Schwe-
den liegen mit 12% bzw. 15% deutlich darunter, allein die Niederldnder
stechen mit knapp 50% heraus und ziehen so mit den Japanern gleich.

Frage 3:

Angenommen, der Bauer mdchte einen viel groBeren Obstgarten mit vielen Reihen von Baumen
anlegen. Was wird schneller zunehmen, wenn der Bauer den Obstgarten vergroBert: die Anzahl
der Apfelbaume oder die Anzahl der Nadelbdume? Erkldre, wie du zu deiner Antwort gekommen
bist.

Diese Frage ist offensichtlich schon eine ,,harte Nuss®“. Die Schiilerinnen und Schiiler unter den Lesern
werden das bestétigen. Hier wird ja nicht einmal mehr die Losungsmethode nahe gelegt! Und dann wird
im zweiten Teil auch noch verlangt, die Vorgehensweise zu reflektieren und zu versprachlichen! Eine
solche offene Aufgabe ist fiir Testverfahren wie PISA durchaus ungewohnlich, aber auch hierfiir kann
man klare Bewertungskriterien formulieren. Als korrekt galten die richtige Antwort auf der Basis von
spezifischen Beispielen oder die Nennung von Anhaltspunkten, die zeigen, dass die Beziehung zwischen
n?und 8n verstanden wurde.

Schiilerinnen und Schiiler konnen diese Aufgabe also auch 16sen, ohne formal mit Ungleichungen wie
n’>8n zu hantieren. Etwa so: ,,Bei den Tannen kommt jedes Mal die selbe Zahl hinzu, bei den Obstbiu-
men jedes Mal mehr, also miissen die Obstbdume irgendwann die Oberhand gewinnen.*

Man sieht: Auch hier geht es um den flexiblen Einsatz mathematischer Denkweisen in unterschiedlichen
Kontexten, nicht um Rechentechnik. Wer dies im Unterricht ausprobieren will, kann weitere Fragestellun-
gen hinzufligen, und die unscheinbare Aufgabe ,,Apfelbdume* wird zu einem spannenden ,,Forschungsge-
genstand fiir das Klassenzimmer®: ,,Welche anderen Muster kannst du dir vorstellen? Wie sieht es hier mit
dem Verhdltnis Tanne zu Obstbaum aus? Vergleiche den Umfang und Fldcheninhalt von verschieden gro-
Jen Kreisen oder Quadraten. Welche Rolle spielt hier das n ? Was hat dieses Problem mit den Tannen
und Obstbdumen zu tun? Begriindet eure Vermutung, schreibt kurze Texte!



Das geht doch nicht!

Schitzen und Uberschlagen in unklaren Situationen

Aufgabe 2: FLACHE EINES KONTINENTS L

Hier siehst du eine Karte der Antarktis.

Frage:
Schatze die Flache der Antarktis, indem du den MaRstab der Karte benutzt.

Schreibe deine Rechnung auf und erklare, wie du zu deiner Schiatzung gekommen bist. (Du kannst
in der Karte zeichnen, wenn dir das bei deiner Schatzung hilft.)

Hier haben wir wieder eine ganz typische PISA-Aufgabe vor uns. Sache und Frage leuchten unmittelbar
ein — aber wie kommt hier Mathematik ins Spiel? werden unsere Schiilerinnen und Schiiler fragen.

Dabei wird hier rechentechnisch gar nicht viel verlangt: Ablesen von MaBstédben und die Flichenberech-
nung von Rechtecken reichen schon aus. Welche Flachen man hier wihlt, ist ganz offen gelassen: Kreise,
Rechtecke, zusammengesetzte Formen, Késtchenzidhlen — all dies fiihrt zum Ziel: einem {iberschlagsméfi-
gen Wert fiir die Flache. Dies ist die Art, wie man spéter einmal Mathematik bendtigen wird. Einen Re-
chenweg oder eine komplizierte Formel in Erinnerung rufen, die man zehn Jahre zuvor einmal gelernt hat,
ist weder sinnvoll noch médglich.

Stellt man diese Aufgabe einmal im alltdglichen Unterricht oder in einer Klassenarbeit, so kann man an
der Art und Weise, wie Schiilerinnen und Schiiler sie mit dieser Aufgabenstellung umgehen, ablesen, wel-
che Auffassung von Mathematik sie verinnerlicht haben. Einige glauben: Probleme sind nur dann mathe-
matisch 16sbar, wenn es eine einzige, richtige Losung gibt. Oder: Mathematik heil3t, einen griindlich ein-
studierten Rechenweg abarbeiten. Solche Schiiler miissen bei einer Aufgabe dieses Typs friihzeitig aufge-
ben.

Schaut man auf die Losungswahrscheinlichkeiten, so scheint es, dass niederldndische Schiilerinnen und
Schiiler mit solchen offenen Problemen besonders flexibel umgehen. Mit 62% ganz oder teilweise richti-
gen Losungen liegen sie weit liber dem internationalen Schnitt von 37,5%. Deutschland liegt mit 40%
knapp dartiber.

Noch interessanter ist es, zu schauen, welcher Anteil mit dieser Aufgabe gar nichts anzufangen wusste.
Wihrend hier 40% die internationale Norm ist, gaben iiber 69% der italienischen, aber nur 10% der nie-
derldandischen Schiilerinnen und Schiiler auf, bevor sie auch nur einen Ansatz notierten.



Was sagt uns das? Auch unsere Schiilerinnen und Schiiler konnen sicherlich noch stirker werden, wenn es
darum geht, Probleme ohne bekannte Losungsmethode anzugehen und diese ndherungsweise und
iiberschlagsméBig zu 16sen. Auch sollten sie verstirkt den Mut besitzen, sich mit ganz einfachen Mitteln
weiter zu helfen. Die Haltung, mit der sich Schiilerinnen und Schiiler einem Problem ndhern, ist doch
mindestens ebenso wichtig ist wie die Vorkenntnisse und die eingeiibten Fertigkeiten!

Eine guter Einstieg filir ein solches ,,Einstellungstraining® ist die folgende Variante dieser Aufgabe (die
tibrigens nicht in die endgiiltigen Testhefte aufgenommen wurde). Statt ,,Die Formel haben wir nicht ge-
habt.* oder ,,Das geht nicht!* wiirde man sich Antworten wie die folgende wiinschen: ,,Dafiir kann es kei-
ne einfache Formel geben, weil die genaue Form der Lappen nicht feststeht. Vielleicht kann ich aber mal
versuchen mich der Form zu ndhern .....*

Auf gabe 3: FI GUREN )/

2 (e

Frage 1: Welche der Figuren hat die groBte Flache? Begriinde deine Antwort.
Frage 2: Gib eine Methode an, wie der Flacheninhalt von Figur C bestimmt werden kann.
Frage 3: Gib eine Methode an, wie der Umfang der Figur C bestimmt werden kann.




Verschliusselte Botschaften?
Graphen lesen und interpretieren

Aufgabe 4: GESCHWINDIGKEIT EINES RENNWAGENS L

Dieser Graph zeigt, wie die Geschwindigkeit eines Rennwagens wahrend seiner zweiten
Runde auf einer drei Kilometer langen ebenen Rennstrecke variiert.

Eiieiﬂ‘-h"-’v'iﬂ- Geschwindigkeit eines Rennwagens
digkeit o . -~ . .
.- kﬁ] 'ﬁl auf einer Strecke von 3 km (2. Runde)
. L
1280 |+
160 |4
140 |4
120 |+
100 |-
20 |+
G0 |-
40 |4
20 |+ 0.5 1.5 35
|:| L L x L L : L L T L : L T L : o
002 04 06 08 L0 12 14 T& 18 20 12 14 15 I8 30
Startlinie Streckenantfernung (km)
Frage 1:

Wie groB ist die ungefahre Entfernung von der Startlinie bis zum Beginn des ldngsten
geradlinigen Abschnitts der Rennstrecke?
A05km-B1,5km-C 2,3km-D 2,6 km

Frage 2:
Wo wurde wahrend der zweiten Runde die geringste Geschwindigkeit gemessen?
A an der Startlinie - B bei etwa 0,8 km - C bei etwa 1,3 km - D nach der halben Runde

Frage 3:

Was kannst du liber die Geschwindigkeit des Wagens zwischen den Markierungen 2,6 km
und 2,8 km sagen?

A Die Geschwindigkeit des Wagens bleibt konstant.

B Die Geschwindigkeit des Wagens nimmt zu.

C Die Geschwindigkeit des Wagens nimmt ab.

D Die Geschwindigkeit des Wagens kann anhand des Graphen nicht bestimmt werden.

Mathematische Information kann viele Formen annehmen: Zahlen, Formeln, Figuren. Hier nimmt sie eine
ganz besondere Gestalt an, die im Mathematikunterricht eine genau so wichtige Rolle spielt, wie tagein
tagaus in den Medien: als grafische Darstellung eines funktionalen Zusammenhangs. Die Situation an sich
ist nicht schwer zu verstehen, wohl aber kommt es darauf an, ob die jungen Menschen aus dem Graphen
die wesentliche Information herauslesen konnen. Dies gehort sozusagen zur Grundausstattung mathemati-
scher Bildung.



Frage 4:
Hier siehst du Abbildungen von fiinf
Rennstrecken: Auf welcher dieser Renn-
strecken fuhr der Wagen, so dass der am ] S0
Anfang gezeigte Geschwindigkeitsgraph
entstand?
S

Hier geht es richtig zur Sache. Wie kann
man alle nétigen Teilinformationen, die im
Streckenverlauf und im Graphen enthalten
sind, zusammen bringen — die Position des
Startpunktes, die relative Lange der Ab-
schnitte und die relative Krimmung der
Kurven? Das ist durchaus eine Schwierig-
keit — iibrigens nicht nur flir Schiilerinnen
und Schiiler.

Q 5}

In der Tat ist die Aufgabe anspruchsvoll. Sie wurde im Vergleich zu den anderen Teilaufgaben von weit
weniger Schiilerinnen und Schiilern geldst. Gegeniiber international 60-70% bei Frage 1 und 80-90% bei
Frage 2 und 3 sind es bei Frage 4 nur noch 28%. Bei dieser letzten Frage helfen keine angelernten Verfah-
ren, sondern wieder nur die flexible Anwendung von Kernkompetenzen in einem (wahrscheinlich) neuen
Kontext. Wie zu erwarten sieht das internationalen Feld auch sehr unterschiedlich aus. Wahrend Deutsch-
land mit den meisten anderen europdischen Staaten mit knapp 30% im Schnitt liegt, sind finnische und
niederldndische Schiilerinnen und Schiiler bei einer solchen Art von Aufgabe mit 39,4% und 42,6% iiber-
durchschnittlich erfolgreich.

Ubrigens: Aufgaben wie diese, bei denen zwischen mathematischen Zusammenhingen in grafischer Dar-
stellung und realen Situationen hin und her iibersetzt werden muss, sind dankbare Unterrichtsthemen,
nicht zuletzt weil Schiilerinnen und Schiiler hier diskutieren und argumentieren und liber Mathematik
reden konnen.

Man findet auch leicht unterschiedliche Variationen dieser Aufgabe: Der Benzinstand bei der Urlaubsfahrt
in Abhédngigkeit von der Fahrzeit oder von der Fahrstrecke, die Hohe eines HeiBluftballons wéhrend einer
Fahrt, die Kraft (physikalisch richtiger: Leistung, anschaulicher: Anstrengung) wéhrend einer Fahrradtour
oder auch die Geschwindigkeit, die Hohe oder Weite bei den unterschiedlichsten Sportarten in Abhéngig-
keit von der Zeit — der Fantasie sind kaum Grenzen gesetzt. Statt der Rechenauftrage zu den wenigen be-
rechenbaren Standardgraphen, gibt es hier eine Fiille von Anléssen, qualitativ {iber funktionale Zusam-
menhénge nachzudenken. Einige Fragen, die Schiiler hier bearbeiten konnen: Erzdhilt in Worten, was ihr
aus dem Graphen alles ablesen konnt. Markiert bestimmte auffillige Stellen und beschreibt, was dort
passiert. Gibt es unterschiedliche Auslegungsmoglichkeiten?



Ist Mathematik niitzlich?
Mathematik in realen Situationen und Kontexten

Aufgabe 5: BAUERNHOFE L

Hier siehst du ein Foto eines Bauernhauses mit pyrami-
denférmigem Dach. Nachfolgend siehst du eine Skizze mit
den entsprechenden MaBen, die eine Schiilerin vom Dach
des Bauernhauses gezeichnet hat.

Der Dachboden, in der Skizze ABCD, ist ein
Quadrat. Die Balken, die das Dach stiitzen,
sind die Kanten eines Quaders (rechtwink-
liges Prisma) EFGHKLMN. E ist die Mitte
von AT, F ist die Mitte von BT , G ist die
Mitte von CT und H ist die Mitte von DT.
Jede Kante der Pyramide in der Skizze
misst 12 m.

Frage 1:
Berechne den Flacheninhalt des Dachbodens ABCD.
Der Flacheninhalt des Dachbodens ABCD = m?2

Frage 2:
Berechne die Ldnge von EF , einer der waagerechten Kanten des Quaders.
Die Lénge von EF = m

Wieder eine ,,typische” PISA-Aufgabe! Offensichtlich soll festgestellt werden, ob ein sehr grundlegendes
mathematisches Verstindnis (Berechnung einer Quadratfliche, einfachste Strahlensatzfigur) innerhalb
eines libersichtlichen Kontextes aktivierbar ist. Fiir ein solches Verstdndnis von Grundbildung, bei dem es
mehr um die Aktivierung und Nutzung von Wissen in unterschiedlichen Zusammenhingen als um das
Abrufen von gelernten Definitionen und Verfahren geht, wird oft der Begriff , funktionale Bildung* ver-
wendet. Es kommt hier nicht auf ein hohes formales Niveau an, sondern eher auf Effizienz: Auch Schiile-
rinnen und Schiiler, die die Losung auf irgendeine andere Art und Weise erschlieSen oder erraten, haben
erfolgreich gearbeitet.
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Auch im Unterricht kann man solche funktionale Bildung einfordern und immer wieder auf die Probe
stellen. Wichtig dabei ist, dass die Aufgaben nicht nur auf soeben Gelerntes oder Wiederholtes zuriick-
greifen — und schon wird Mathematik fiir Schiilerinnen und Schiiler zum ,,Ernstfall®.

Wie ,,funktional* sind nun die Grundkenntnisse unserer Schiilerinnen und Schiiler? Neben dem Vergleich

mit unseren europdischen Nachbarn kann man auch eine analoge Aufgaben aus der deutschen Zusatzerhe-
bung heranziehen.

Aufgabe 6: PYRAMIDE 1E

Die Grundflache einer Pyramide ist ein Quadrat. Jede Kante der skizzierten Pyramide misst 12cm.

12cm

(Bild nicht mafsgenau!)
Berechne den Flacheninhalt der Grundflache ABCD!

Bestimme den Flacheninhalt einer der dreieckigen Seitenflachen. Erklare, wie du deine Antwort
gefunden hast!

Zunichst soll wieder die Flidche eines Quadrates berechnet werden — allerdings fehlt hier der Kontext, die
Aufgabe ist sozusagen bereits mundgerecht mathematisiert. Vergleicht man die Losungshaufigkeiten, so
muss man feststellen, dass deutsche Schiilerinnen und Schiiler die eingekleidete Aufgabe zu 51%, die rein
geometrische Fassung im vertrauteren Format zu 58,8% geldst haben. Bei letzterer war das zudem noch
etwas schwieriger, weil die richtige MaBeinheit (cm”) anzugeben war, welche bei der internationalen Auf-
gabe vorgegeben wurde.

Natiirlich: Diese Losungshiufigkeiten enttduschen uns! Fiinfzehnjdhrige sollten derart einfache Flidchen-
berechnungen doch sicher durchfiihren konnen. Und mit den genannten 51% liegt Deutschland sogar unter
dem internationalen Durchschnitt von 60%. Lander wie Finnland, die Niederlande und die Schweiz errei-
chen 75% bis iiber 80%. Aber auch in den USA scheinen Schiiler mit dieser Art von Aufgaben ebenfalls
Schwierigkeiten zu haben, dort wird sie nur zu 45% richtig gelost.

Nun wird man einwenden: Unsere Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten doch auch regelméfig Anwen-
dungsaufgaben in Kontexten, ihnen ist ein solcher Aufgabentyp also nicht neu.

Nur: Wie oft stehen solche Anwendungen direkt neben den ,,nackten” Ubungsaufgaben, an denen dieselbe
Féhigkeit immer wieder trainiert wird, so dass ohnehin klar ist, dass diese eine Technik oder diese eine
Figur in der nachfolgenden Anwendungsaufgabe wieder verwendet werden soll. Funktional werden die
Grundfertigkeiten erst, wenn sie auch ohne unmittelbar vorausgehende Ubung aktiviert werden kénnen.
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Auch wenn man dies nicht von allen Themen des Mathematikunterrichts erwarten kann, einige ,,Kerne*
von Grundbildung sollten diese Qualitit haben.

Die Anschlussaufgabe ist ungleich schwerer: Hier miissen gleich mehrere Schritte miteinander verbunden
werden: Hilfslinien miissen gefunden und Zwischengréffen miissen mit dem Satz des Pythagoras berech-
net werden. Eine solche Aufgabe l6sen unsere Schiilerinnen und Schiiler erfahrungsgeméf nach gutem
Training in einer Klassenarbeit. Im PISA-Test, also ohne solche vorherige Ubung, konnten nur 4% der
Probanden diese Aufgabe richtig 16sen.

Einen weiteren Anhaltspunkt fiir die Vermutung dafiir, dass auch die Rahmensituation zur Schwierigkeit
einer Aufgabe beitragt, gibt eine weitere Aufgabe aus dem nationalen Ergénzungstest

Aufgabe 7: RECHTECK 1E

Ein Rechteck ist 4cm lang und 3cm breit. Wie groB ist sein Flacheninhalt?

7 12cm? 4cm
O 7cm
1 7em? 3cm
0 12cm
[l 14cm
(Bild nicht mafigenau!)

Diese Aufgabe wurde von 85,2% der deutschen Schiilerinnen und Schiiler geldst. Eine Flichenberechnung
géinzlich ohne (auBer- oder innermathematischen) Kontext fallt also wesentlich leichter. Offensichtlich hat
aber immer noch ein nicht geringer Teil Schwierigkeiten mit der Grundvorstellung von Umfang und Fl&-
cheninhalt.

Auch die zweite ,,Frage™ der Aufgabe ,,Bauernhofe* h_gt eine reduzierte deutsche Variante. Hier wird der
Strahlensatz bzw. die Verwendung der geometrischen Ahnlichkeit in der grundlegendsten Fassung erfragt.

T

Aufgabe 8: DREIECK

Die Seite AB des Dreiecks ABC ist 6¢cm lang. Es werden die Mittelpunkte E und F der Seiten AC
und BC eingezeichnet. Wie lang ist EF?
C

6 cm

(Bild nicht mafigenau!)

Diese Aufgabe 16sten bemerkenswerterweise nur 33% der deutschen Schiilerinnen und Schiiler richtig,
wihrend die verwandte Frage 2 aus der Aufgabe ,,Bauernhéfe” von 41% korrekt bearbeitet wurde. Liegt
dies vielleicht an den zusétzlichen Symmetriemerkmalen der internationalen Aufgabe?
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Uber innermathematische Kontexte
Mathematische Begriffe verstehen

; M B

Aufgabe 9: DREIECKE
N M M
Frage: 8
Kreise die Figur ein, die zur folgenden Beschrei- R S Q P N R
bung passt.
Das Dreieck PQR hat einen rechten Winkel in R. ¢ D
Die Strecke RQ ist kiirzer als die Strecke PR. P R
M ist Mittelpunkt der Strecke PQ und N ist Mittel-
punkt der Strecke QR. M S >
S ist ein Punkt im Inneren des Dreiecks. R
Die Strecke MN ist langer als die Strecke MS . Q N R Q M P
E

Hier haben wir eine Aufgabe, die unter den internationalen PISA-Items einen Au- R

Benseiter darstellt: Die Fragestellung wird nicht in eine reale Situation eingebettet.
Stattdessen miissen die Schiilerinnen und Schiiler bestimmte geometrische
Grundbegriffe beherrschen und in einer abstrakten geometrischen Situationen
wiederfinden. Auch ist ein hohes Mal} an Lesekompetenz erforderlich, miissen wir
doch zwischen der logischen Struktur des Textes und den Figuren systematisch P Q
hin- und herwechseln. Eine solche enge Verbindung von mathematischer

Kompetenz und Lesekompetenz findet sich iibrigens in vielen Aufgaben des internationalen Teils.

Und in einer solchen Tétigkeit liegen offensichtlich ausgesprochene Stirken deutscher Schiilerinnen und
Schiiler. Mit 65% Losungshaufigkeiten liegt Deutschland iiber dem Durchschnitt von 57,7%. Schweden
liegt bemerkenswerterweise mit 42% deutlich darunter — dies gilt librigens ebenso fiir viele der sonst in
PISA starken Lénder. Nur die Schweiz und Finnland erzielen mit 66% bzw. 68 % gute Ergebnisse, Finn-
land und Japan erreichen sogar 72%. AuBerst beachtenswert ist der europdische Spitzenreiter bei dieser
Aufgabe: Frankreich mit 81,5%!

Diese Tendenz der ,,Umkehrung der Verhiltnisse* ist ein Indiz dafiir, dass es unter den Lindern unter-
schiedliche Auffassungen dariiber gibt, was ,,Kern des Mathematikunterrichts* ist. Vielleicht kann man
das auch so ausdriicken: Die PISA-Ergebnisse demonstrieren, wie weit in den Teilnehmerstaaten der Ge-
danke der ,,funktionalen Bildung“ im Sinne einer Anwendungsféhigkeit mathematischer Kenntnisse in der
jeweiligen mathematische Unterrichtskultur verankert ist.

Wir sehen auch: Deutsche Schiilerinnen und Schiiler haben Stirken, die bei PISA weniger zur Geltung
gekommen sind. Zugleich wollen wir nicht vergessen, dass die Fiahigkeit, mathematische Grundkenntnisse
in wechselnden Situationen flexibel einzusetzen, auch ein Ziel unseres Mathematikunterrichts ist. Das
meint ,,aus PISA lernen®.



Die Sache mit dem Basiswissen
Elementarere technische Fertigkeiten einsetzen

Aufgabe 10: BROTCHEN 1E

7 Brotchen kosten 3,15 DM. Was kosten 11 Brotchen?

0 5,05 DM U 4,95DM U 4,85 DM 04,75 DM U 4,65DM

Aufgabe 11: FUNKTION lE

Die Funktion mit der Gleichung y=2x-1 soll untersucht werden.
Berechne zu y=99 den x-Wert.

Aufgabe 12: RECHNUNG JE

Berechne und kreuze die richtige Antwort an
4+3(2+1)=

o111 013 014 015 O21

Aufgabe 13: GLEICHUNG )E

Lose die Gleichung
4x+4=3x>

Diese repriasentative Auswahl von Aufgaben aus dem nationalen Ergdnzungsteil (PISA-E) zeigen vor al-
lem eines: Hier sollten mathematische Fertigkeiten so abgefragt werden, wie sie in unseren Lehrplidnen
stehen, und dies in einer Form, wie sie unseren Schiilern im alltdglichen Mathematikunterricht am ehesten
begegnen. Die Aufgaben sind gar nicht oder nur schwach in Situationen eingekleidet und es ist klar vor-
gegeben, was verlangt wird.

Schon bei der TIMS-Studie hatten wir gesehen, dass deutsche Schiilerinnen und Schiiler im Bereich sol-
cher technischen Féahigkeiten im internationalen Vergleich eher stark sind. Da diese Aufgaben nur in deut-
schen Testheften zu finden waren, ldsst sich bei der PISA-Studie ein solcher internationaler Vergleich
nicht anstellen. Aber auch unabhingig von den Leistungen unserer Nachbarn sind die Losungshdufigkei-
ten der Aufgaben 10 bis 13 interessant:

Brotchen: 87,1%
Funktion: 40,0%
Rechnung: 60,7%
Gleichung: 6,0%
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Der klassische Dreisatz in vertrauten Sachzusammenhéngen scheint, wie Aufgabe 10 nahe legt, sicherer
beherrscht zu werden, als das manche Klage aus Wirtschaft und Hochschule befiirchten ldsst. Die absolu-
ten Losungshéufigkeiten der anderen drei Aufgaben, die ja weit unter dem liegen, was wir unseren Schiile-
rinnen und Schiilern eigentlich zutrauen, belegen, dass wir im Mathematikunterricht vielleicht doch ein
stirkeres Augemerk auf die Nachhaltigkeit des Gelernten richten sollten. Eine systematischere Vernetzung
von Kernbestdnden mathematischen Wissens kann dabei nur durch eine systematische implizite Wieder-
holung erreicht werden. Dazu gehort auch, Gelegenheiten zur Selbstvergewisserung anzubieten, etwa in
Form von gelegentlichen, von der Leistungsbewertung unabhéngigen Lernstandsdiagnosen.

Kann Mathematik Probleme lI6sen?
Systematisches Argumentieren — auch ohne bekannte Lésungsmethode

Aufgabe 14: 31 PFENNIG 1E

Wie kannst du einen Geldbetrag von genau 31 Pfennig hinlegen, wenn du nur
10-Pfennig, 5-Pfennig- und 2-Pfennig-Miinzen zur Verfiigung hast?

Gib alle Moglichkeiten an!

Eine Aufgabe aus dem nationalen Ergénzungsteil, und doch alles andere als eine ,,typisch deutsche* Auf-
gabe! Da gibt es keinen gédngigen Losungsalgorithmus, keine Formel, die man hier anwenden konnte. Da
lasst sich nur schwer sagen, was eigentlich das mathematische ,,Thema“ dieser Aufgabe ist. Sie hat sozu-
sagen keine wirkliche Heimat in unserem Lehrplan. Die hier benétigten Fertigkeiten lassen sich am ehes-
ten mit ,,systematischem Abzdhlen* und ,,Ergebniskontrolle* umschreiben — beides fundamentale Techni-
ken des Problemldsens. Oft gehen wir davon aus, dass man sie im Mathematikunterricht gleichsam ne-
benbei ,,mitlernt™. Die Losungshéufigkeiten aber bestdtigen das nicht: Nur 2,9% aller Schiilerinnen haben
alle sechs Losungen gefunden, weitere 17,9% haben wenigsten vier oder fiinf Mdglichkeiten angegeben.

Ob als Lehrerin oder Lehrer, ob als Schiilerin oder Schiiler: Sie werden mit uns iibereinstimmen, dass
Aufgaben wie diese in den Mathematikunterricht gehdren, ja, dass sie gerade auch fiir die Erarbeitung im
Unterricht in Einzel- oder Gruppenarbeit hochst interessant sind, vor allem wenn man sie um anregende
Arbeitsanweisungen bereichert: ,,Erkidre, wie du vorgegangen bist. Erkidre, warum du sicher bist, dass es
keine weiteren Moglichkeiten mehr gibt. Vergleiche deine Vorgehensweise mit der deiner Mitschiiler.
Denke dir dhnliche Aufgaben aus, z.B. mit anderen Betrdgen oder anderen Miinzen. Wann sind solche
dhnlichen Aufgaben schwierig zu ldsen, wann sind sie besonders leicht? Welche anderen Miinzwerte
kénnte man sich ausdenken, um Betrdge mit moglichst wenigen Miinzen zusammenzulegen? Mache Vor-
schldge fiir eine Reform unseres Miinzsystems und begriinde sie.
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,» -.. Und die Moral von der Geschicht’ “
Ansatzpunkte fiir eine Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts

Wir haben gesehen, dass sich aus den Aufgabenbeispielen und Losungshéufigkeiten — bei aller Vorsicht —
in der Tat einige Deutungen und Perspektiven entwickeln lassen, die uns vielleicht weiterhelfen, unseren
Mathematikunterricht besser zu verstehen und weiter zu entwickeln.

Die PISA-Aufgaben sind auf den ersten Blick oft ungewohnt — fiir unsere Schiilerinnen und Schiiler wie
auch fiir uns Lehrerinnen und Lehrer. Auf den zweiten Blick erfordern sie Kompetenzen, die wir als Er-
gebnis unseres Mathematikunterrichts durchaus anstreben. Dass sie noch erfolgreicher erworben und ge-
nutzt werden konnen, zeigen uns die Ergebnisse vergleichbarer Nachbarstaaten. Hier konnen und hier
sollten wir uns Anregungen flir unsere eigene Unterrichtskultur holen.

Nur miissen wir unseren Unterricht aus unseren eigenen Stirken heraus entwickeln. Man kann fremde
Unterrichtsweisen analysieren, aber man kann sie nicht einfach kopieren. Das wire allenfalls unprofessio-
nell.

Zur mathematischen Grundbildung — das ist eine der zentralen Botschaften von PISA — gehort auch und
vor allem, dass man Mathematik in Kontexten und Situation anwenden kann. Zugleich miissen unsere
Schiilerinnen und Schiiler bestimmte Kernbestinde mathematischen Wissens nachhaltig erwerben, also
auch ohne unmittelbar vorausgehende Ubung in Situationen abrufen kénnen, in denen Mathematik ein
erfolgreiches Werkzeug sein kann.

Nicht minder wichtig ist die Einstellung, mit der Schiilerinnen und Schiiler mathematischen Problemen
begegnen. Wenn sie Mut besitzen, mit offenen Problemstellungen ohne Angste umzugehen, auch vorliu-
fige und tiberschlagsméBige Losungen anzubieten oder sich individuelle Losungswege zu suchen, ohne
dabei in Kategorien von falsch und richtig zu denken, werden sie auch in Zukunft Mathematik als erfolg-
reiche Methode, der Welt zu begegnen, wahrnehmen.

Bei der Diskussion um mathematische Grundkompetenzen diirfen wir eines nicht vergessen: Mathematik-
unterricht besteht aus mehr als dem, was die PISA-Studie abgefragt hat. Auch die Schonheit der Mathe-
matik und ihre besondere Art, iiber die Welt nachzudenken, ist ein Bestandteil von mathematischer All-
gemeinbildung, die wir im Mathematikunterricht vermitteln wollen.
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Was ist mathematische Grundbildung?
,mathematical literacy“ im Sinne der PISA-Studie

Wenn man die Phdnomene der Wirklichkeit erfassen will, muss man vereinfachen, klassifizieren, Modelle
bilden. Die Mathematik stellt hierfiir Werkzeuge zur Verfiigung, Begriffe und Verfahren, mit denen man
die Strukturen der Wirklichkeit systematisch erfassen kann. Doch diese Werkzeuge muss man beherr-
schen, man muss sie kreativ und flexibel einsetzen konnen. Ein Werkzeug ist schlieBlich immer nur so gut
wie derjenige, der es nutzt.

Diese Sicht auf mathematische Grundbildung wird mathematical literacy genannt und liegt den PISA-
Aufgaben zugrunde. In den Worten des PISA-Konsortiums:

., Mathematische Grundbildung ist die Fdihigkeit einer Person, die Rolle zu erkennen und zu verste-
hen, die Mathematik in der Welt spielt, fundierte mathematische Urteile abzugeben und sich auf ei-
ne Weise mit der Mathematik zu befassen, die den Anforderungen des gegenwdrtigen und kiinftigen
Lebens dieser Person als konstruktivem, engagiertem und reflektierendem Biirger entspricht. *
(OECD 1999, Measuring student knowledge and skills: A new framework for assessment. Paris)

Dieses Konzept ist schon viel élter und geht auf Ideen des niederléndischen Mathematikdidaktikers Hans
Freudenthal zuriick. Er stellt fest: Mit mathematischen Begriffe kann man die physikalische, geistige und
soziale Welt strukturieren. Das ist mehr als das Beherrschen von Rechenroutinen. Hier geht es auch um
mathematische Kompetenzen wie

mathematisieren und modellieren

Probleme erkennen und 16sen
mathematischen Darstellungen verwenden
iiber den Einsatz von Mathematik reflektieren.

Selbstverstiandlich geht all dies nicht ohne solides Faktenwissen, z.B. in Form von Sitzen, Regeln und
Verfahren. Doch sind diese Routinefertigkeiten auch kein Selbstzweck, sondern bekommen erst durch die
Anwendung in bedeutsamen Kontexten einen Sinn. Dies kann und muss dem Lernenden jederzeit deutlich
sein.

Der englische Begriff /iteracy bezieht sich zunichst einmal auf die Beherrschung der Schriftsprache als
Mittel zum Zweck, ndmlich zum Zweck der Verstindigung und der Strukturierung eigenen Wissens. Die
Wahl dieses Begriffes in Zusammenhang mit der Mathematik macht deutlich, dass auch die folgenden
Kompetenzen bedeutend sind:

e mathematisch argumentieren
e kommunizieren.

Insgesamt geht es hier um die Niitzlichkeit, um die Verwendbarkeit von mathematischen Fertigkeiten in
unterschiedlichen Situationen. Oft fillt hierfiir der Begriff der ,,funktionalen Bildung®.

Freudenthals Vorstellungen von mathematischer Bildung wurden in der niederldndischen Konzeption der
Realistic Mathematics Education (RME) konkretisiert. Ausgehend von realistischen Problemen (real
world problems) werden mathematische Begriffe und Konzepte entwickelt, die zum Verstdndnis, zur
Strukturierung oder zur Losung hilfreich sind. ,,Real world problem* meint dabei nicht zwingend reali-
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tatsorientiert, sondern es muss sich ,,real fiir die Schiilerinnen und Schiiler darstellen, indem es fiir sie
,.wirklich® zu einer interessanten Problemsituation wird. Dabei sind ausdriicklich auch innermathemati-
sche Probleme gemeint.

Die PISA-Aufgaben orientieren sich an diesem Konzept. Als Testaufgaben sind sie natiirlich immer ver-
einfacht. Sie dienen dazu, zu {iberpriifen, ob bei Schiilerinnen und Schiilern bestimmte notwendige Kom-
petenzen vorhanden sind und nicht dazu, diese Kompetenzen zu férdern und zu entwickeln. Insofern sind
die PISA-Aufgaben auch nur bedingt fiir die Begriffsentwicklung im {iblichen Unterricht geeignet.

Echte Problemsituationen, aus denen mathematische Begriffe entstehen, miissen komplexer und bezie-
hungsreicher sein. Ein kleiner Auszug aus einer solchen ,,realistischen Aufgabe® soll hier dargestellt wer-
den. Die vollstindige Aufgabe und viele weitere finden sich im Internet unter www.alympiade.de.

Artenvielfalt

Die Pflanzen und Tiere auf unserem Planeten haben es schwer. Eine zunehmende Zahl der Arten stirbt aus und die
Existenz vieler anderer ist ernsthaft gefahrdet. Naturschutzorganisationen versuchen, das ,Blatt zu wenden*, und
zwar lokal und global. Aber es scheint ein hoffnungsloser Kampf zu sein. Zusatzlich zu den 6konomischen und
finanziellen Schwierigkeiten gibt es solche biologischer Art: die Bevorzugung einer Spezies ist oft hinderlich fur eine
andere. Alle diese Probleme beim Erhalt einer méglichst grof3en Artenvielfalt haben die Bemiihungen darum jedoch
nicht aufhalten kdnnen.

Auf einer Kautschukplantage ist die Vielfalt der Pflanzen naturgeman
geringer als in einem natirlichen Waldstlick. Es soll nun ein MaR fiir
die Artenvielfalt gefunden werden. Um die Bedingungen zu untersu-
chen, die dieses Mal} erfiillen soll, hat man vier Fotos von verschie-
denen Kombinationen von 5 Pflanzen gemacht. Die folgende Anzahl
an Pflanzen ist auf dem jeweiligen Foto dargestellt.

ABC DE
Foto1 401020 5 5
Foto2 4020 - 2530
Foto 3 4020 10 25 30
Foto4 403010 - 20

Experten wurden aufgefordert, diese Fotos in eine Rangfolge abnehmender Vielfalt zu bringen. Eindeutig war ihre
Entscheidung, Foto 3 zeige die groRte Vielfalt; sie platzierten 2 vor 4, waren sich aber bei 1 nicht einig. Letztendlich
kamen sie zu dieser Rangfolge: Foto 3 > Foto 2 > Foto 4 - Foto 1

Aufgabe 1
Nenne die fur Artenvielfalt ganz offensichtlich wichtigen Faktoren.

Aufgabe 2

Ein Weg, Artenvielfalt zu definieren, ist, die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, mit der man zwei verschiedene Arten
erhalt, wenn man zufillig aus der Menge auswabhlt. (Ublich ist zwar die Auswahl ,ohne Zuriicklegen®, wir wéhlen
aber ,mit Zuriicklegen®.) Entwirf eine Formel fir die Artenvielfalt. Untersuche, wie sich die Formel verhalt, wenn
man auf die Grenzen der Vielfalt achtet und wenn die Vielfalt eine Obergrenze fiir eine Auswahl an Pflanzen hat.
Kannst du eine Formel fiir diese Obergrenze angeben? Welche Rolle spielt diese Obergrenze?

Was miissen die Schiilerinnen und Schiiler zur Lésung der Problemsituation ,,Artenvielfalt® leisten? Das
Problem wird ausgehend von einer allgemeinen Perspektive, der Existenzgefadhrdung von Pflanzen und
Tieren, auf das Problem der Artenvielfalt von Pflanzen zugespitzt. Aus dem Text miissen Informationen
und Fragestellungen gewonnen werden, man kann sagen: Der Text muss decodiert werden. Das fiihrt zu
unterschiedlichen Fragestellungen, wie z.B.: ,,Warum haben die Experten so entschieden? Was ist Arten-
vielfalt? Was gibt es fiir Einflussfaktoren fiir Artenvielfalt? Lasst sich ein MaB fiir Artenvielfalt angeben?*
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Zur Bearbeitung dieser Fragen, die alle auf die Bestimmung von Kriterien fiir Artenvielfalt und die Kon-
struktion eines geeignetes MaBes dafiir hinauslaufen, stellen die Schiilerinnen und Schiiler Hypothesen
und Modelle auf. So lassen sich aus dem Text beispielsweise die Information gewinnen, dass ,,die Bevor-
zugung einer Spezies [...] oft hinderlich fiir eine andere* ist oder dass die von den Experten favorisierte
Reihenfolge von der Summe der Anzahlen der einzelnen Arten abhingt. In der Diskussion iiber die fiir
Artenvielfalt wichtigen Faktoren kénnen zudem die Modellierungsschritte, die der Aufgabenformulierung
schon zugrunde liegen, diskutiert werden: ,,In wie weit werden die GroBe der fotografierten Blumenfelder
beriicksichtigt bzw. der Einfluss des biologischen Milieus? Ist die Verteilung der einzelnen Arten von
Bedeutung?“ All dies sind wichtige Bestandteile des Modellierungs- und Begriffsbildungsprozesses? Die
Definition eines Males fiir Artenvielfalt basiert genau auf diesen Annahmen.

Es ist zu erwarten, dass die Schiilerinnen und Schiiler schon in Aufgabenteil 1 eine Vorstellung fiir ein
MaB entwickeln. Dies hilft ihnen, das in Aufgabe 2 vorgeschlagene Maf kritisch und selbstbewusst zu
verstehen und anzuwenden, aber auch die Entwicklung anderer Malle zuzulassen. Sie werden dabei not-
wendigerweise argumentieren, mathematisieren und ihr Ergebnis in der gegebenen Situation interpretieren
und bewerten. Auf solche Féhigkeiten und Fertigkeiten wurde im PISA-Test — natiirlich auf niedrigerer
Stufe — besonderes Augenmerk gelegt.

Inhaltlich zielt die Aufgabe auf die Entwicklung oder Vertiefung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes. Viel-
leicht lassen sich sogar die Pfadregel oder der Unabhéngigkeitsbegriff fiir Ereignisse eigentitig entwi-
ckeln. Die Situation liee sich sicherlich auch noch weiter 6ffnen. Eine Modellformel fiir die Artenvielfalt
konnte zugunsten kreativer Anstrengungen der Schiilerinnen und Schiiler zuriickgehalten werden. Zuletzt
miissen die Lernenden eine Formel fiir die Obergrenze der Artenvielfalt angeben und deren Rolle diskutie-
ren. Dieses dynamische Wechselspiel zwischen mathematisch-symbolischer Darstellung und Deutungen
innerhalb der Realsituation tragt wesentlich zur Entstehung mathematischer Theorie bei und macht die
Entstehung von mathematischen Begriffen erfahrbar.

Was kann dies alles fiir den Unterricht bedeuten? Wo immer méglich, komplexere, offenere und authenti-
sche Problemsituationen anbietenl So fordert man auch die mathematische Kompetenz, die darin besteht,
Probleme zu erkennen, zu strukturieren, sie in mathematische Sprache zu iibersetzen und zu verarbeiten,
Losungsverfahren zu entwickeln und zu interpretieren und schlieBlich kritisch nach der Giiltigkeit und
Grenzen der mathematischen Darstellung zu fragen. Situationen mit Hilfe mathematischer Sprache zu
modellieren bedeutet, dass nicht die fertige Mathematik den Ausgangspunkt bildet, sondern dass die
Spannungen der ersten Begegnung eines Lernenden mit einer Problemsituation erst einmal Vorrang be-
kommt. So erhalten die Schiilerinnen und Schiiler die Chance, ihre personliche Verbindung zur Sache zu
erfahren und Sinnbeziige herzustellen, kurz gesagt: die Inhalte als lernenswert wahrzunehmen. Begriffe
werden so zu Werkzeugen, die die Phdnomene unseres Alltags ordnen helfen. Mathematik kann so von
der einzelnen Schiilerin konstruktiv erschaffen werden und der Prozess der Entstehung ist hautnah zu spii-
ren.

Doch auch wenn der Werkzeugcharakter der Mathematik hervorgehoben wird, heif3t das nicht, dass Ma-
thematik ausschlieBlich als Mittel zum Zweck begriffen werden darf. Sie ist auch ein Denksystem von
besonderer Art. Wenn Schiilerinnen und Schiiler selbst die Sprache fiir dieses Denksystem entwickeln,
werden sie die Notwendigkeit eines deduktiven, geordneten und konsistenten Systems selbst erkennen und
aufbauen. Dies erfordert von den Lehrenden Geduld und Zuversicht in die Fahigkeiten der Lernenden.
Fehler auf dem Weg zur Erkenntnis miissen als notwendig und konstruktiv verstanden werden und Mog-
lichkeiten zur Beseitigung von Hindernissen sollten bereitgestellt werden.
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Kompetenzstufen, Kompetenzklassen & Co
Wie die PISA-2000 Aufgaben offiziell klassifiziert werden

Im Folgenden soll kurz dargestellt werden, welche unterschiedlichen Kategorien von Aufgaben die Test-
konstrukteure verwendet haben und welche Bedeutung diese — auch fiir den praktischen Unterricht — ha-
ben kénnen.

Bei der Klassifizierung der PISA-Items trifft man immer wieder auf die folgenden Begriffe:
Kompetenzklassen

PISA-Index ("Aufgabenschwierigkeit" in Punkten)

Kompetenzstufen oder Leistungsstufen

Losungshaufigkeiten

Natiirlich ist an dieser Stelle eine umfassende Darstellung fehl am Platz. Hierzu findet man in den ein-
schldgigen PISA-Veroffentlichungen reichlich Material (s.Einleitung).

Was sind Kompetenzklassen ?

Der PISA-Test will nicht nur in der Mathematik, sondern auch im Bereich Lesen und Naturwissenschaften
die Grundbildung (,,literacy*‘) messen. Die Aufgaben dazu sind unterschiedlich schwierig und werden
verschiedenen Kompetenzklassen zugeordnet. Aufgaben in der selben Kompetenzklasse sollen qualitativ
dhnliche mathematische Denkprozesse erfordern, konnen dabei aber einen ganz unterschiedlichen Schwie-
rigkeitsgrad haben. Im internationalen PISA-Test wurden drei Kompetenzklassen gebildet, die im der
nationalen Ergénzung den besonderen deutschen Verhéltnissen angepasst und auf fiinf Kompetenzklassen
erweitert wurden:

Klasse 1 A: Technische Fertigkeiten
Bei diesen Aufgaben ist nur das Abarbeiten eines Algorithmus gefordert. Modellierung oder Argumentati-
on sind nicht nétig.

Klasse 1 B: Einschrittige Standardmodellierung

Zur Losung solcher Aufgabe ist eine Modellierung erforderlich. Das bedeutet aber oft nur, eine einzige
Formel oder ein einziges Rechenverfahren aus dem vorhandenen Wissen auszuwéhlen und dann anzu-
wenden. Solche Aufgaben sind oft einfache ,,eingekleidete Textaufgaben®.

Klasse 2 A: Begriffliche Modellierung

Solche Aufgaben konnen durch Anwendung eines einzigen begrifflichen Arguments oder durch Herstel-
lung eines begrifflichen Zusammenhangs erfolgen. Der erforderliche Begriff kann als Wissensbestandteil
oder durch Ziehen von Querverbindungen abgerufen werden.

Klasse 2 B: Mehrschrittige Modellierungen
Bei der Losung dieser Aufgaben ist entweder Wissen aus mehreren mathematischen Zusammenhangen
einzusetzen oder mehrfach gleiche Schritte vorzunehmen.

Klasse 3: Strukturelle Verallgemeinerung

Diese Aufgaben beinhalten z.B. Schritte der Verallgemeinerung, des Entwerfens einer allgemeinen kom-
plexen Strategie, der Reflexion {iber das verwendete mathematische Modell oder die Darstellung eines
subtilen mathematischen Arguments oder eines Beweises.
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Wie entsteht die Punktewertung der Aufgabenschwierigkeit (PISA-Index)?

Bei der PISA-Studie wird eine einfache Punkteskala angegeben, mit der die Aufgabenschwierigkeit und
die Schiilerfahigkeit gemessen wird. Hierzu wurde im internationalen Test iiber alle OECD-Staaten hin-
weg der Mittelwert und die relative Abweichung vom Mittelwert (,,Standardabweichung®) bestimmt.
Dann wurden die Schiilerleistungen so auf Punkte umgerechnet, dass der Mittelwert 500 und die Stan-
dardabweichung 100 betragt. Auch die Schwierigkeit einer Aufgabe wird hiernach bestimmt, und zwar so,
dass Schiiler mit einem Féhigkeitsniveau von X Punkten zu 62% in der Lage sind eine Aufgabe mit X
Punkten zu 16sen. Der so gewonnene Punktwert (,,Schwierigkeitsparameter) eines Items wird als PISA-
Index bezeichnet.

Was sind Kompetenzstufen?

Um eine Ubersicht iiber die verschiedenen Einzelergebnisse zu bekommen, hat das internationale PISA-
Konsortium die Leistungen in fiinf Bereiche eingeteilt, die Kompetenzstufen. Ein solches Verfahren ist
natiirlich immer auch mit willkiirlichen Festlegung von Grenzen verbunden. An Hand der Aufgaben, die
in jeden Kompetenzbereich fallen, kann man im Nachhinein jedoch durchaus Aussagen iiber die Anforde-
rungsmerkmale der Aufgaben und damit iiber die Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiile machen. Die
fiinf Kompetenzstufen lassen sich knapp wie folgt beschreiben, in Klammern wird das Intervall der ent-
sprechenden Punkte auf der OECD-Skala angegeben:

Kompetenzstufe 1: (von 329 bis 421 Punkten)

Die Aufgaben erfordern lediglich Rechnen mit Inhalten auf Grundschulniveau. Schiilerinnen und Schiiler
auf oder unter dieser Kompetenzstufe werden als ,,Risikogruppe* bezeichnet. Sie werden vermutlich Prob-
leme bei der Suche nach Ausbildungspldtzen oder bei der Berufsfindung haben.

Kompetenzstufe 2: (von 422 bis 511 Punkten)
Die Aufgaben erfordern elementare Modellierungen und sind Standardaufgaben auf einem der Grundschu-
le vergleichbaren Niveau.

Kompetenzstufe 3: (von 512 bis 603 Punkten)

Zur Losung der Aufgaben werden Kenntnisse des Standardstoffes der Sekundarstufe I benétigt. Modellie-
ren und Verkniipfen von Konzepten auch aus unterschiedlichen Wissensgebieten werden verlangt. Die
Struktur des Losungsprozesses wird allerdings durch den Kontext vorgegeben. Diese Kompetenzstufe
wird von Experten und verglichen mit unseren Lehrpldnen auch als Standardstufe bezeichnet. Ab hier
kann man von einem ausreichenden Niveau an mathematischer Grundbildung sprechen.

Kompetenzstufe 4: (von 604 bis 695 Punkten)
Zur Losung der Aufgaben sind sowohl umfangreichere technische Verfahren als auch Modellierung einfa-
cherer begrifflicher Zusammenhénge erforderlich.

Kompetenzstufe 5: (ab 696 Punkten)

Die Losung dieser Aufgaben erfordert sowohl anspruchsvolles curriculares Wissen als auch die Féahigkeit,
komplexe innermathematische Modellierungen vorzunehmen und Ldésungen argumentativ zu begriinden
bzw. Beweise zu fiihren.
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In der folgenden Tabelle werden alle nationalen und internationalen PISA-Aufgaben, die im ersten Teil
unter unterrichtspraktischen Gesichtspunkten vorgestellt wurden, und einige weitere, die offentlich zu-
génglich sind, nach den oben genannten Kategorien klassifiziert.

internationale Items

Apfel 1

Apfel 2

Apfel 3

Flache eines Kontinents
Dreiecke

Geschwindigkeit Rennwagen 1
Geschwindigkeit Rennwagen 2
Geschwindigkeit Rennwagen 3
Geschwindigkeit Rennwagen 4
Bauernhofe 1

Bauernhofe 2

nationale Items

Pyramide 1

Pyramide 2

Rechteck

Dreieck

Brotchen

Funktion, Funktionswert
Rechnung

Gleichung xy=1

Quadratische Gleichung

31 Pfennig

Fahrradunfalle 1
Fahrradunfille 2

Glasfabrik 1

Glasfabrik 2

Glasfabrik 3

Sparen

Miete

Multiplikation

Items aus dem Vortest
Figuren 1

Figuren 2

Figuren 3

Kompetenz-
klasse
national

2A
1B
2A
2A
1A
1B
1B
1B
2A
1B
1B

1B
2B
1A
1A
1B
1A
1A
2A
1A

1B
1B
1B
2B
2B
1A

2A
2A
2A

PISA-
Index

547
655
722
712
537
493
403
413
655
492
524

503
810
383
618
361
583
504
641
798
798
497
674
471
491
556
700
649
612

Kompetenz-
stufe

W NP —==DNDWuvon bW

AR, N WDPDDNDPRARNDOUVOVR DN WRD®™N= OGN

* ¥

Losungs-
hiaufigkeit
OECD
in %

49,8
24,9
13,3
19,7
58,5
66,9
83,4
82,7
28,6
61,4
55,2

Losungs-
hiufigkeit

Deutschland

in %

48,4
24,7
9,9
12,2
65
68,4
82
82,8
29,8
51,2
41,2

58,8
4
85,2
33
87,1
40
60,7
24,8
6
2.9
61,6
19
68,2
66,4
47,1
16,1
18,1
32,1
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